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MA THEMA TICS 
EIN EINHEITLICHES VERFAHREN ZUR DEFINITION VON 
ABSOLUT- UND BEDINGT-KONVERGENTEN INTEGRALEN. Vc 
VON 
J. RIDDER 
(Conununicated at the meeting of June 26, 1965) 
§ 38. Theorem 49. Aus f endlich in io und ,ua,T[A(f#O)]=O fur 
die zugehOrige Teilmenge von io folgt fur jede zu K [IV, § 20] gehOrende 
Teilmenge H von io die Existenz von fH f dT, mit Wert Null. 
Beweis. Fur jede nur einen einzelnen Punkt (x, y) enthaltende 
Teilmenge ist entweder f(x, y) = 0 oder T[{(x, y)}J = 0 oder beides, und 
die Behauptung ist dann evident. 
Fur jedes lineare Teilintervall, i1(';; p, q) oder i 2(r, 8; 'Y}), von io folgt die 
Behauptung mit Theorem 9 (II, § 7), den zugehorigen Integraldefinitionen 
(mit Va, § 32biB), und der Zerlegung f= f+- f- (siehe weiter unten). 
T* gehe fur die Mengen von K in derselben Weise aus T hervor wie 
in Hilfssatz I (Vb, § 35); dann sei aul3erdem fur diese Mengen U - T -T*. 
Wir zerlegen die Funktion f in bekannter Weise: f=f+-f-, mit 
f+(x, y) = f(x, y) bei f(x, y) ~ 0, und = 0 bei f(x, y) < O. Dann genugt es 
folgende Hilfssatze zu beweisen: 
Hilfssatz l. Aus ,ua,T*[A(f#O)]=O folgt Jiof+dT*=O, und 
fio f- dT* = O. 
Hilfssatz 2. Aus !la,u[A(f#O)]=O folgt fiof+dU=fiof-dU=O. 
Denn aus ihnen folgt: 
0= {Iio f+ dT* + fio f+ dU} - {Jio f- dT* + fto f- dU} = 87) 
= fiof+dT-fiof-dT=fiofdT. 
Beweis von Hilfssatz 1. Dieser Hilfssatz ist ein Spezialfall von 
Theorem 32 (IVbiB, § 26). 
Beweis von Hilfssatz 2. Aus ,uu[A(f+#O)]=O folgt fur jedes Xi, 
mit a<xi<b und T[i1(Xi; c, d)]>O, daneben fUr jedes YJ, mit c<Yj<d und 
87) Dies folgt durch Anwendung des aus Def. C1 (Va, § 30) folgenden Satzes: 
Sind A und B beschrankt additiv und nicht-negativ fUr die zu io geh6renden Mengen 
des K6rpers K, und existieren, fUr f ~ 0 und endlich in io, flo f dA und flo f dB, 
so existiert auch das allgemeine R-Integral fio f d (A+ B), und ist gleich fio f dA+ 
fio f dB. Siehe auch die "Allgemeine Bemerkung" in Va, § 31. 
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T[i2(a, b; Yj)]>O, daB 
O=,uu[A(f+"",O)·i(Xi; c, d)]=,udA(f+"",0).i1(Xi; C, d)], 
bzw. 0=,uu[A(f+"",0)·i2(a, b; Yj)]=,uT[A(f+"",0).i2(a, b; Yj)] 
ist, mit ,uT lineares allgemeines T-MaB auf den zugehorigen linearen 
Intervallen [siehe Vb, § 35ter ; auch Va, § 32biS ]. 
Zu positivem 'I} laBt sich eine zugehorige Riemann-Klasse W[io] wie 
folgt konstruieren: 1 ° fur jeden Punkt (x, y) E io, mit t+(x, y) = 0, sei die 
zugehOrige (zweidim.) Umgebung i(x, y) willkurlich gewahlt (etwa io 
00 
selbst); 2° bei An (n= 1,2, ... ) die Tei1menge von io- [ .2 i1(Xi; C, d)+ 
00 i-I 
+ .2 i 2(a, b; Yj)]' mit n-1 <t+~n, laBt sich eine Zahl y(n) bestimmen 
i-I 
so daB An enthalten ist in endlich vielen disjunkten Teilintervallen Wl,n 
.(n) .(n) 
vonio, mit Randern aufderMenge (io-io)+ .2 i1(Xi; C, d)+ .2 i 2(a, b; Yj), 
i-I i-I 
und mit U(.2 Wl,n) < '!!. • 21n; jedem Punkt (x, y) E An sei als (zweidim.) 
(I) n 
Umgebung das Intervall Wl,n zugewiesen, in welchem er liegt; 3° bei 
Bn(i) (11,= 1,2, ... ) die Teilmenge von i1(Xi; C, d) (i fest), mit n-1 <t+~n, 
laBt sich eine Zahl y'(n, i) bestimmen so daB Bn(i) enthalten ist in endlich 
vielen linearen disjunkten Teilintervallen w;:~ von i1(Xi; C, d), mit Rand-
punkten auf der Menge {(Xi, C), (Xi, d), die abzahlbar vielen Punkte (Xi, yt) 
mit T[{(Xi' Yt)}] "'" O}, und mit 
(131) 
jedem Punkt (Xi, y) E Bn(i) sei als lineare Umgebung das lineare Intervall 
zugewiesen, in welchem er liegt; die linearen Umgebungen werden zu 
zweidim. Umgebungen bei El'setzung eines jeden w;.(~ - (Xi; 'l}l:~, 1jl:~) 
durch ein zweidim. Intervall Q;.(~ = (Xi - b;,(~, Xi + (J;,(~; 'l}l:~, 1jl:~), wobei 
es moglich ist die positiven (J;,(~ derartig klein zu wahlen, daB neben 
(131) auch 
gilt; 4° bei On(j) (n= 1,2, ... ) die Teilmenge von i 2(a, b; Yj) (j fest), mit 
n-1<t+~n und keine Punkte enthaltend von Mengen Bn(i) (i=l, 2, ... ), 
laBt sich eine Zahl y"(n, j) bestimmen so daB On(j) enthalten ist in endlich 
vielen linearen disjunkten Teilintervallen w;:~) von i 2(a, b; Yj), mit Rand-
punkten auf der Menge {(a, Yj), (b, Yj)' die abzahlbar vielen Punkte (Xt, Yj) 
mit T[{(xt, Yj)}] "'" O}, und mit 
(132) 
47 Series A 
U "'''0 'I} 1 1 L~"WI') <-. -.-' (l),n n 2n 2" 
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jedem Punkt (x, Yj) E O,,(j) sei als Umgebung das line are 1ntervall zuge-
wiesen, in welehem er liegt; die linearen Umgebungen werden zu zweidim. 
Umgebungen bei Ersetzung eines jeden w~V; - (~l:~, tl:~; Yj) dureh ein 
'd' I t 11 Q"ti) - (I:(i) t(i). -""(i) -""(il) b . .. I' h ZWeI Inl. n erva I.n = '01.n' '01.n' Yj-uI.n, Yj+uI.n , WO eI es mog 10 
ist die positiven o~~) derartig klein zu wahlen, daB neben (132) aueh 
U( '" Q"<i)) < !Z • ~ . !.. 
"'"' I.n n 2" 21 (I) 
gilt; 5° den Punkten von io-io seien willktirliehe (zweidim.) Umgebungen 
zuerteilt. 
1st nun Eo eine Menge von endlieh vielen Trennungslinien gemaB Def. 
al (Va, § 30), so ist ftir die {W[io], Eo; U}-Zerlegungen von io: 
O~F[f+; {W[io], Eo; T}] < 
00 1}1 0000 1]11 0000 1]11 
< ! n· -. n + ! ! n· -. n' i + ! ! n· _. n' j = 31]. 
,,-1 n 2 i-I ,,-1 n 2 2 i=1 n=1 n 2 2 
Somit existieTt Sio 1+ dU, und hat den Wert Null. 
Analog wird Jio 1- dU = ° erhalten. 
Definition ClbiS. 1st 1 endliehwertig auf io-A, mit ,ua.T(A) =0, so 
betraehten wir Jio 1 dT als existierend, falls die Funktion 10= 1 auf io-A, 
und mit willktirliehen endliehen Werten auf A, ein T-1ntegral hat. Ein 
gleiehes Verfahren laBt sieh auf jede Menge von K (IV, § 20) anwenden. 
Aus Theorem 49 folgt dann, daB del' 1ntegralwert immer von del' Wahl 
der endliehen Werte von 10 auf A unabhangig ist. Aueh liefert Theorem 49 
die 
Folgerung: Sind 1 und g einander gleich bis auf eine Menge B, mit 
/la,T(B) = 0, und existiert, gemaB letzter Definition, entweder Jio 1 dT odeI' 
Jio g dT, so existieren beide, und haben denselben Wert. io laBt sieh hier 
dureh jede Menge von K ersetzen. 
Dies bleibt wahr bei ,ua,T(B) = 0, falls allgemeine ct>-lntegrale betraehtet 
werden gemaB 
Defini tion d l bis. Hat t tiber H E K allgemeine G- und Igl-Integrale 
gemaB Def. Cl biS, so sei 
SH t dct> = SH 1 dG- SH 1 dlgl· 
Auch haben wir als Verallgemeinerung von Theorem 49 das 
Theorem 49bis• Aus t endlieh oder unendlieh, und ,ua,dA(r;60)]=0 
ftir die zugehOrige Teilmenge von io folgt fiir jede zu K (IV, § 20) gehOrige 
Teilmenge H von io: 
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§ 39. Hilfssatz. Zu io _ io(a, b; e, d) und T gehOren abzahlbar 
viele Werte Xi, Yj (i = 1,2, ... ; j = 1, 2, ... ) wie im Beweise des Hilfssatzes 2 
von § 38. Die in io nicht-negativen, endlichwertigen Funktionen ft, /2, 13 
sollen folgende Eigenschafteu haben: ft und 12 seien gleich Null in den 
Punkten (Xi, Yj); auBerdem sei ft gleich Null in den Punkten von 
i o- .z il(Xi; e, d), /2 in den Punkten von io- .z i2(a, b; Yj), wahrend ftir 
w m 
jedes i= 1,2, ... das allgemeine R. Integral Si1(x.;;c,d) ft dT, ftir jedes 
j=I, 2, ... das allgemeine R. Integral Si2(a,b;Yi)/2 dT existieren soIl; /3 
sei gleich Null in den Punkten von io- .z {(Xi, yj)}. SchlieBlich seien 
die Reihen (i. i) 
00 00 
(133) .z SiI(Xi;C,d) ft dT, .z Si2(a,b;Yi) 12 dT, .z /3(Xi, Yj) ·T[{(Xi, Yj)}] 
i~l =1 (i. i) 
konvergent. 
Dann sind ft, 12, 13 allgemein R-integrierbar tiber io i.b.a. T, ebenso wie 
1 - ft+/2+/3, wobei: 
(134) Sio 1 dT = Sio ft dT + Sio 12 dT + Sio 13 dT 
00 00 
= .z SiI(Xi;C,d) ft dT+ .z Si2(a,b;Yi) 12 dT + 
i=l i~l 
+ .z /3(Xi, Yj)·T[{(Xi, Yj)}]· 
i=I •...• oo; 
1=rl •...• 00 
Beweis. Durch die Konvergenz del' dritten Summe in (133) folgt 
die Existenz des Integrals Sio /3 dT und ihre Gleichheit mit del' Summe; 
man beachte daB bei s> 0 sich eine Riemann-Klasse m[io] angeben laBt, 
bei der aus i((Xi' Yj)) E m[io] folgt i((Xi' Yj)) C io und 
.z I(xi, Yj)' [T[i((Xi' yj))]-T[{(Xi' Yj)}]]<s, (i,i) 
wahrend die Umgebung in m[io] fur die ubrigen Punkte von io willktirIich 
gewahlt sein darf. 
Zu rJ> 0 gibt es eine natiirliche Zahl 'JI mit 
00 
.z Si1(Xi;C,d) ft dT<rJ· 
~.+1 
Zu den i= 1,2, ... , 'JI gibt es, nach Def. e'l (Va, § 32), Mengen Ex.; von 
Trennungspunkten, Riemann-Klassen m[il(Xi; e, d)] und zugehorende 
{m[il(Xi; e, d)], E xi ; T}-trberdeckungen, fiir die: 
ISiI(Xi;C,d) ft dT-F[ft; {m[il(Xi; e, d)], Ex.; T}]I < ~; 
dabei darf angenommen werden, daB die EXi eine gleiche Anzahl von 
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Punkten enthalten, fiir die die y-Koordinaten 'YJl, 'YJ2, ••• , 'YJk(v) dieselben 
sind. 
Zu jedem i~v+ 1 gibt es eine Riemann-Klasse W[iI(Xi; c, d)] derart 
daB, bei 0 leer, gilt 
Nun machen wir eine Riemann-Klasse W[io], welche fiir die Punkte der 
Intervalle iI(Xi; c, d) mit den Klassen W[iI(Xi; c, d)] zusammenfallt, 
wahrend fiir die iibrigen Punkte von io die Wahl der in W[io] zugehorigen 
Umgebung willkiirlich sei. Daneben bilden wir die Menge Eo der endlich 
vielen vertikalen Trennungslinien X=Xi (i= 1, ... , v) nebst horizontalen 
Trennungslinien Y='YjI, ... , 'Yjk(v)' welche durch die y-Koordinaten der 
Punkte der Ex.; (i= 1, ... , v) geliefert werden. Dann ist fiir jeden Wert 
der gemaB Def. bI (Va, § 30) zugehorigen Riemann-Summe 
v 
IF[II; {W[io], Eo; T}]- L Ii1(x.;;C,d) II dTI < 
i=1 
00 
Also existiert Iio II dT, und hat den Wert L Iil(Xi;C,d) II dT. 
i=l 
Eine analoge Relation gibt es fiir /2. Darauf folgt dann sofort (134). 
Theorem 50 (im Sinne von B. Levi). 1st fiir die nicht-negativen, 
iiber io allgemein T-integrierbaren Funktionen /('11) einer nicht-abnehmenden 
Folge die Funktion g eine endlichwertige Majorante, welche ebenfalls ein 
allgemeines R. Integral in bezug auf T iiber io hat, so gilt dasselbe fiir 
die (endlichwertige) Grenzfunktion /(x, y) = lim /(n)(x, y), wobei dann: 
'11->00 
Iio / dT= lim Iio /('11) dT. 
'/1-+00 
Beweis. T* gehe wieder fiir die Mengen von K in derselben Weise aus 
T hervor wie in Hilfssatz I (Vb, § 35); auch seifiirdieseMengen U = T -T*. 
Fiir die Xi mit a<xi<b (i=l, 2, ... ) sei wieder T[iI(Xi; c, d)]>O, fiir die 
Yi mit c<Yj<d (j=1,2, ... ) sei T[i2(a,b;Yi)]>0. 
Aus /0('11)=0 in den Punkten del" iI(Xi; C, d) und der i2(a, b; Yi), und 
=/('11) in den iibrigen Punkten von io (n= 1,2, ... ) folgt ,ua,u[A(fo(n)*o)]=O 
fiir die zugehorige Teilmenge von i o. Mit Hilfssatz 2 von § 38 folgt dadurch, 
daB Iio /0('11) dU existiert, und den Wert Null hat. DieallgemeinenRiemann-
Integrale Iio /0('11) dT und Ito /0('11) dT* existieren somit gleichzeitig, und 
haben sodann denselben Wert (vergl. FuBn. 87). 
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Wir definieren: 
1 ° h (n) = 0 in den Punkten (Xi, Yj) und in den Punkten von 
io - ! i1(Xi; c, d), 
= I(n) in den tibrigen Punkten von io; (i) 
2° /2(n) = 0 in den Punkten (Xi, Yj) und in den Punkten von 
io - ! i 2(a, b; Yj), 
= I(n) in den tibrigen Punkten von io; (i) 
3° 13(n) = I(n) in den Punkten (Xi, Yj)' 
= 0 in den tibrigen Punkten von i o. 
Dann ist in allen Punkten von io: 
(135) I(n) = lo(n) + h (n) -+- 12(n) + 13(n). 
la(n) ist allgemein T-integrierbac tiber io; somit, nach Theorem 43b (Va, § 33), 
auch tiber jedes i1(Xi; c, d) und tiber jedes i 2(a, b; Yj). Da auf jedem 
i1(Xi; c, d) I(n) = h (n) + 13(n), auf jedem i 2(a, b; Yj) I(n) = 12(n) + 13(n) ist, sind 
h(n) und Mn) linear allgemein T-integrierbar tiber jedes i1(Xi; c, d) bzw. 
tiber jedes i2(a, b; Yj). Die Funktionen h(n), /2(n), 13(n) erftillen aIle fiir 
h, 12, la im Hilfssatze angenommenen Bedingungen. Somit sind h (n) und 
/2(n) auch allgemein T-integrierbar tiber io; mit (135) folgt dasselbe ftir lo(n). 
Mit (134) laBt sich aus (135) und dem zweiten Absatz dieses Beweises 
ableiten: 
(136) Iio I(n) dT = Iio lo(n) dT* + Iio h (n) dT + Iio 12(n) dT + Iio 13(n) dT 
00 
= Iio lo(n) dT* + ! Ii1(Zi;c,d) h (n) dT + 
i=l 
00 
+ ! I i 2(a,b;1li) 12(n) dT+ !!a(n)(xi; Yj)·T[{(Xi, Yj)}]. 
;=1 (i.i) 
Ftir g und die in analoger Weise gebildeten go, gI, g2 und g3 gibt es eine 
analoge Relation; dabei sind auch die gj Majoranten der korrespondierenden 
Iln) (n= 1,2, ... ; j=O, 1,2,3). 
Ftir n -';> 00 geht (135) in die korrespondierende Zerlegung von I tiber: 
(137) 1= 10+ h + /2+ 13. 
Aus T* E Sf (IV, § 20) folgt, mit Theorem 33 (IVbis, § 27), die Existenz 
von Iio I dT*, wobei 
(138) Iio 10 dT* = lim Iio lo(n) dT*. 
Da ,ua,u[A(fo# 0)] = 0 ist, existiert nun auch Iio 10 dT, mit 
(139) Iio 10 dT = Ito 10 dT*. 
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Mit Theorem 10 (II, § 8) und dem Hilfssatz dieses Par. folgt aus (136)-
(139) : 
00 
lim Sio I(n) dT= Sio 10 dT+ ! lim Si1(Xi; c,d) h(n) dT + 
n--+OO "=1 n-+OO 
00 
+ ! lim Si2(a, IJ; Yi) 12(n) dT+ !fa(xi,Yj)·T[{(Xi,Yj)}J 
-1 n--->OO (i.i) 
00 00 
= Sio 10 dT + ! Si1(Xi;C,d) h dT + ! Si2(a,IJ;Yi) 12 dT + 
i-1 i-1 
= Sio 10 dT + Sio h dT + Sio 12 dT + Sio 13 dT 
= Sio I dT. 
Theorem 50bls (im Sinne von B. Levi). 1st ftir die nicht-negativen, 
tiber io allgemein T-integrierbaren Funktionen In einer nicht-abnehmenden 
Folge lim Sio In dT endlich, so ist auch I(x, y) = lim In(x, y) endlich, 
n-+oo ~co 
und zwar in den Punkten von io-A, wobei ,ua,T(A)=O; auBerdem 
existiert Sio I dT, und ist gleich lim Sio In dT. 
n_oo 
Der Beweis verliiuft, unter Anwendung der Folgerung in § 38, von 
Theorem 47 und des Beweisverfahrens von Theorem 50,88) wie der des 
Theorems 10bis in II, § 8. 
§ 39bis . Theorem 51. Aus I(k) ~ 0 in io (k= 1,2) und der Existenz 
der allgemeinen Riemann-1ntegrale in bezug auf T dieser Funktionen 
folgt diese 1ntpgrierbarkeit auch ftir g = sup (1(1), 1(2»). 
Beweis. Man darf die I(k) endlichwertig voraussetzen. 
Die zu T gehi:irenden Punkte (Xi,Yj) (i=1,2, ... ; i=1,2, ... ) und 
linearen 1ntervalle i1(Xi; c, d), i2(a, b; Yj) seien wie im Hilfssatze von § 39 
(und im Beweise von Hilfssatz 2 von § 38). Bei g = sup (1(1), 1(2») in io sei 
go=O in den Punkten der i1(Xi; c, d) und der i2(a, b; Yj), 
= g in den tibrigen Punkten von io; 
gl = 0 in den Punkten (Xi, Yj) und in den Punkten von io - ! il(Xi; c, d), 
(i) 
= g in den tibrigen Punkten von io; 
g2=0 in den Punkten (Xi,Yj) und in den Punkten von i o- !i2(a, b; Yj), 
(i) 
= g in den tibrigen Punkten von io; 
g3 = g in den Punkten (Xi, Yi), = 0 in den tibrigen Punkten von i o. 
88) Anstatt der Theoreme 33 und 10 sind dabei dann die Theoreme 33 bis und 
10bis anzuwenden. 
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In allen Punkten von io ist: 
(140) 
Bei T* wie im Hilfssatz I (Vb, § 35) und U =T -T* ist !la,u[A(go# 0)] = 0 
ftir die zugeh6rige Teilmenge von i o. Mit Hilfssatz 2 von § 38 folgt dadurch, 
daB fio go dU existiert, und den Wert Null hat. Die allgemeinen Riemanu-
Integrale fio go dT und .fio go dT* existieren somit gleichzeitig (und haben 
sodann denselben Wert). 
Wie im Beweise von Theorem 50 ftir alle lo(n), folgt hier, bei mit (135) 
korrespondierenden Zerlegungen der 1(1) und 1(2), ftir die zugeh6rigen 10(1) 
und 10(2), daB sie allgemein T-integrierbar tiber io, und, da 
/la,dA(fo(l) # 0)] = /la,dA(fo(2) # 0)] = 0 
ist, auch allgemein T*-integrierbar tiber io sind. Nach Th. 34 (IVbis, 
§ 27 biB) folgt, aus der evidenten Relation: go = sup (fO(I), 10(2») in i o, und 
dem vorigen Absatz, daB go ebenfalls allgemein T-integrierbar tiber io ist. 
Aus gl=SUP (/1(1), /1(2») und /1(1), /1(2) linear allgemein T-integrierbar 
tiber jedes i 1(xj; c, d) folgt, nach Theorem 11 (II, § 8biS), das gleiche ftir 
gl; ebenso ist g2 linear allgemein T-integrierbar tiber jedes i2(a, b; Yj). 
Die Funktionen gl, g2, g3 gentigen nun den gleichen Bedingungen (man 
beachte: g ~ /1 + 12 in io) wie die /1, 12, fa im Hilfssatze von § 39. Also ist 
gl + g2 + g3 allgemein T-integrierbar tiber io. Dies ist ftir go schon abgeleitet. 
Mit (140) folgt es also auch ftir g. 
§ 40. Theorem 52. Aus g, In (n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar 
tiber io, und g~/n in den Punkten von io folgt inf In allgemein T-inte-
grierbar, mit 
.fio inf In(x, Y) dT ~inf .fio In dT. 
Beweis, unter Anwendung der Theoreme 51, 50, wie von Theorem 35 
in IVbis, § 28. 
Theorem 53 (im Sinne von Fatou und Lebesgue). a) Aus g, In 
(n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar tiber i o, lim inf fio In dT endlich, 
" ..... 00 
und g~/n in den Punkten von io folgt lim inf In allgemein T-integrierbar, 
mit ".....00 
fio lim inf In(x, Y) dT ~ lim inf fio In dT. 
" .... 00 
b) Bei go, In (n= 1,2, ... ) allgemein T-integrierbar tiber i o, und Ilnl ~go 
in den Punkten von io folgt lim inf I" und lim sup I" allgemein T-integrier-
bar, mit 
.fio lim inf I,,(x, Y) dT~lim inf fio I,,(x, Y) dT ~ 
~ lim sup fio I,,(x, Y) dT~ fio lim sup I,,(x, y) dT. 
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Existiert auBerdem lim In(x, y) in den Punkten von i o, so ist 
n-+OO 
Sio lim In(x, y) dT=lim Sio In (x, y) dT. 
Beweis, unter Anwendung der Theoreme 52, 50b1S, wie von Theorem 36 
in IVbis, § 28. 
§ 41. Definition. Eine auf einer Menge A E Sf(io; T) (Th. 48 in 
Vb, § 37) definierte Funktion I heiBt allgemein T-mefJbar aul A, wenn fiir 
beliebiges endliches a die Teilmenge A(f> a) ein allgemeines T-MaB hat. 
Aus dieser Definition und den Eigenschaften des allgemeinen T-MaBes 
(insbes. dem Theorem 48) lassen sich in bekannter Weise 89) die nach-
folgenden Theoreme 54 bis 56 mit Korollar ableiten. 
Theorem 54. 1st I(x, y) =c in den Punkten einer Menge A E Sf(io; T), 
so ist I allgemein T-meBbar in A (c endlich oder +00 odeI' -(0). 
Definition. Eine auf einer Menge A ~ io definierte Funktion I heiBt 
Treppenlunktion, wenn A in endlich viele Mengen Aj (j = 1, ... , k) E Ko 
(IV, § 20) zerlegt werden kann, auf deren jeder I konstant ist (dann ist 
auch A E K). 
Korollar. Eine Treppenfunktion ist allgemein T-meBbar auf ihrer 
Definitionsmenge. 
Theorem 55. lund g seien endlich und allgemein T-meBbar auf 
A E Sf(io; T). Dann ist jede der Funktionen I+g, I-g, j-g allgemein 
T-meBbar auf A, und, bei g 1= 0, auch fig. 
Theorem 56. Die In (n= 1,2, ... ) seien allgemein T-meBbar auf 
A E Sf(io; T). Existiert in den Punkten von A, eine Teilmenge H mit 
/-IT(H) = 0 ausgenommen, I(x, y) = lim In(x, y), so ist I aUgemein T-
n-+OO 
meBbar auf A; dabei lege man I in den Punkten von H willkiirliche 
Werte bei. 
Theorem 57. Hat die Funktion I ein Lebesgue-Stieltjes Integral uber 
io in bezug aul das allgemeine T-MafJ /-IT (Theorem 48), so hat sie ein 
allgemeines Riemann-Integral uber io in bezug aul T, mit 
Sio (LS) I dl-lT = Sio I dT. 
Spezialfall. Bei I(x, y) LS-integrierbar in bezug auf das gewohnliche 
zu T gehorende LS-MaB mT behalt die Behauptung von Theorem 57 
selbstverstandlich ihre Giiltigkeit. 
Del' Beweis von Theorem 57 verlauft, unter Anwendung von Th. 45 
(Va, §33) u. Def. ClbiS nebst Folgerung (§ 38); Th. 53, b) (§ 40); Th. 50bis 
(§ 39), wie der des Theorems 40 in IVbiS, § 29. 
89) Vergl. etwa 1. R. NATANSON, Theorie der Funktionen einer reellen Verander-
lichen, 1954, S. 88-93. 
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Da8 allgemeine Riemann-Integral in bezug auf allgemeine8 T umfa(Jt 
8omit, neben nicht notwendig ab80lut konvergenten Integralen vom in Vb, 
§ 34, 0 angegebenen TYPU8, und neben den Riemann-Stieltje88chen Integralen 
in bezug auf T oder (was bekanntlich auf da88elbe hinau8lauft) in bezug 
auf da8 zugehorige Jordan8che T-Ma(J (Vb, § 34, A, B), auch die Lebe8gue-
Stieltje88chen I ntegrale in bezug auf da8 gewohnliche Lebe8gue-Stieltje88che 
T-Ma(J mT in Rn (n= 1,2, ... ). 
Mit der Definition d1 bis (§ 38) und Theorem 57 folgt: 
Theorem 57bis• Mit ifJ eine allgemeine im Sinne von IV, § 20 
be8chrankt additive Mengenfunktion folgt aU8 der Exi8tenz de8 LS-Integral8 
einer Funktion f in bezug auf da8 allgemeine ifJ-Ma(J fJ,.p = fJ,G-fJ,lgl 90) die 
Exi8tenz de8 allgemeinen Riemann-Integral8 in bezug auf ifJ, mit 
Spezialfall. Bei f LS-integrierbar in bezug auf das gewohnliche, zu 
ifJ (wie oben) gehorende LS-MaB m.p mG-mlgl behiilt die Behauptung 
von Theorem 57biS , mit fJ,.p ersetzt durch m.p, ihre Giiltigkeit. 
90) Vergleiche FuJ3n. 25 in Teil lIb!s. 
